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Konstrukcija gibanja kamere z uporabo Pitagorejskih krivulj
Povzetek
V delu obravnavamo konstrukcije gibanja kamere okoli fiksnega objekta. Želimo si,
da so gibanja opisana z racionalnimi krivuljami. Predstavljeno je, kako to naredimo
z uporabo P-krivulj in kvaternionov. Opisani so Bernsteinovi bazni polinomi, pomen
kontrolnih točk ter kontrolnega poligona in primerjava zapisa krivulje v Bernsteinovi
bazi in standardni bazi. Definirana so prikrojena in usmerjena ogrodja ter razlika
med njimi, opisana pa so tudi rotacijsko minimizirajoča ogrodja in pogoji za nji-
hovo konstrukcijo. V zaključku je predstavljen preprost interpolacijski problem za
konstrukcijo P-krivulje, ki interpolira začetno in končno točko in se jo da opremiti
z rotacijsko minimizirajočim usmerjenim ogrodjem. Rezultati so prikazani na več
numeričnih primerih.
Construction of camera motion with Pitagorean curves
Abstract
The present thesis deals with the construction of camera movements around a fi-
xed object. The movements are described by means of rational curves. The thesis
presents how that is performed by using P-curves and quaternions. It describes
Bernstein basis polynomials, the meaning of control points and the control polygon,
and also the comparison of curve representation in Bernstein basis and in standard
basis. Adapted and directed frames are defined as well as the difference between
them. In addition, rotation minimizing frames and the conditions for their con-
structions are described. In conclusion, a simple interpolation problem of a P-curve
construction is presented, which interpolates the first and the last point and can
be equipped with a rotation minimizing directed frame. The results are shown in
several numerical examples.
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1. Uvod
V današnjem času je kamera povsem vsakdanji predmet, ki ga srečamo na vsakem
koraku. Vgrajena je v skoraj vsak prenosni telefon in računalnik. Dandanes lahko
vsak posname neki objekt. Vprašanje pa je, kako posneti, da bo naš posnetek
čim boljši? Tisti, ki se s posnetki ukvarjajo bolj profesionalno, imajo na voljo
pripomočke, s pomočjo katerih lahko prehodijo neko pot in ob tej poti snemajo nek
fiksen objekt. Poti, po katerih lahko potuje kamera, je seveda neskončno mnogo.
Katera je najboljša, pa je odvisno od tega, za kaj posnetke potrebujemo. Smiselno
se je vprašati, kakšna naj bo predpisana pot kamere, da bo ta vedno obrnjena proti
objektu, ki ga snemamo, in da se kamera ne bo vrtela okoli svoje osi, saj bo s tem
poskrbljeno, da se slika ne bo po nepotrebnem vrtela. Takšna in podobna vprašanja
si zastavljajo predvsem ljudje, ki se ukvarjajo s snemanjem filmov, prav tako pa tudi
ustvarjalci navideznega sveta ter računalniških igric. Aplikacije danega problema se
uporabljajo celo v medicini, in sicer pri endoskopskih operacijah, pri katerih kirurg
vodi kamero do končnega objekta znotraj pacientovega telesa. Naš cilj bo opisati
pot kamere, ki bo ves čas kazala proti fiksnemu objektu, s pomočjo racionalnih
krivulj. Predpisali bomo začetek in konec krivulje, ki bo določala pot. Med vsemi
ustreznimi krivuljami bomo poiskali takšne, za katere obstaja taka orientacija, da
bo kamera potovala brez nepotrebnih rotacij okoli osi, ki bo kazala proti objektu, ki
ga snemamo.
V prvem delu diplome se bomo seznanili z osnovnimi pojmi in definicijami, ki
jih bomo potrebovali. Nato bomo predstavili predpis, s katerim bomo dobili želeno
krivuljo, in si ogledali, kako izbira točk vpliva na videz krivulje. Ogledali si bomo
razliko med usmerjenimi in prikrojenimi ogrodji ter ogrodji, ki minimizirajo vrtenje
okoli prve osi v ogrodju. Na koncu bomo naše ugotovitve ponazorili še z numeričnimi
primeri. Večino definicij in izpeljav, ki jih bomo uporabili, najdemo v [1, 2, 3, 5].
2. Osnovni pojmi in definicije
Za začetek se spoznajmo z osnovnimi pojmi in definicijami, ki jih bomo potrebovali
v nadaljevanju.
Definicija 2.1. Množica kvaternionov H je 4-razsežen realen vektorski prostor z
bazo 1, i, j, k.
Vsak kvaternion A ∈ H lahko zapišemo kot A = a0 + a1i + a2j + a3k oziroma
kot A = (a0,a1,a2,a3), kjer so a0,a1,a2,a3 ∈ R, ali pa kot skalarni in vektorski del
A = (a0,a), kjer je a = (a1,a2,a3). Poglejmo si osnovne operacije v množici H.
Seštevanje je definirano kot
A+ B = (a0 + b0,a1 + b1,a2 + b2,a3 + b3)
= (a0 + b0) + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j + (a3 + b3)k,
A = (a0,a1,a2,a3) ∈ H, B = (b0,b1,b2,b3) ∈ H.
Skalarno množenje je definirano kot
λA = (λa0, λa1, λa2, λa3) = λa0 + λa1i+ λa2j + λa3k, λ ∈ R, A ∈ H.
Konjugiran kvaternion je
A = (a0,− a1,− a2,− a3) = a0 − a1i− a2j − a3k, A ∈ H.
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Velja zveza: i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Iz te zveze sledijo formule za posamezno
množenje dveh baznih elementov, od koder izpeljemo
A · B = (a0 + a1i+ a2j + a3k)(b0 + b1i+ b2j + b3k)
= a0b0 + a0b1i+ a0b2j + a0b3k + a1b0i+ a1b1i
2 + a1b2ij + a1b3ik + a2b0j
+ a2b1ji+ a2b2j
2 + a2b3jk + a3b0k + a3b1ki+ a3b2kj + a3b3k
2
= (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3) + (a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2)i
+ (a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1)j + (a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0)k,
A = (a0,a1,a2,a3) ∈ H, B = (b0,b1,b2,b3) ∈ H.
Če kvaternione pišemo v obliki A = (a,a) in B = (b,b), se formula za množenje
zapiše krajše kot
(1) A · B = (ab− ⟨a,b⟩, ab+ ba+ a× b) .
Zaradi lažjega razumevanja bomo na nekaterih mestih kvaternionsko množenje ozna-
čevali z znakom ·, skalarni produkt pa z ⟨·,·⟩.
Primer 2.2. Primer uporabe formule za kvaternionsko množenje. Izpeljali bomo
formulo za množenje dveh kvaternionov, ki imata skalarni del enak 0. Naj bosta
A = (0,a) in B = (0,b). Po formuli (1) dobimo
(0,a) · (0,b) = (−⟨a, b⟩,a× b) ,
od koder sledi, da je
♢(2) ⟨a,b⟩ = −scal ((0,a) · (0,b)) .
Opomba 2.3. Oznaka scal(·) označuje skalarni del kvaterniona, z vect(·) pa bomo
označili vektorski del kvaterniona. Torej, če je A = (a,a), označimo scal(A) = a in
vect(A) = a.
Opomba 2.4. Kvaternionu, ki ima skalarni del enak 0, rečemo čisti kvaternion in
ga lahko identificiramo z vektorjem v R3. Kvaternion, ki ima vektorski del enak 0,
pa lahko identificiramo s skalarjem.
Normo kvaterniona A izračunamo kot
||A|| =
√︁
A · A, A ∈ H.
Definicija 2.5. Parametrično podana krivulja v Rd je množica točk, podana s pa-
rametrizacijo
r : [a,b] → Rd, t ↦−→ r(t) = (r1(t),r2(t), . . . , rd(t)) .
Definicija 2.6. Krivulja p je polinomska, če so njene komponente polinomi.










kjer sta p(t) = (p1(t), . . . ,pd(t)) in (q1(t), . . . ,qd(t)) polinomski krivulji.
Ponavadi nas zanimajo le racionalne krivulje, za katere velja q1(t) = q2(t) = · · · =
qd(t). V tem primeru pišemo r(t) = p(t)q1(t) . V nadaljevanju se bomo omejili na pro-
storske krivulje. V tem primeru bodo parametrizacije oblike r(t) = (x(t),y(t),z(t)).
5
Definicija 2.8. Parametrično podana krivulja r je pitagorejska krivulja (P-krivulja),
če je o(t) = r(t)||r(t)|| racionalna krivulja.
Definicija 2.9. S Pn[t] označimo vektorski prostor polinomov v spremeljivki t, sto-
pnje največ n.
3. Konstrukcija P-krivulje
V tem razdelku bomo opisali postopek, s katerim bomo dobili P-krivuljo. Za
začetek vzemimo poljuben kvaternionski polinom A(t), ki naj bo stopnje n in neki
interval I. Torej
A : I ⊂ R → H,
A(t) = u(t) + v(t)i+ p(t)j + q(t)k, t ∈ I, u,v,p,q ∈ Pn.
Iz kvaternionskega polinoma A(t) bomo konstruirali parametrično krivuljo p(t), in
sicer naj bo
(3) p(t) = A(t)iA(t).
Pokažimo, da je tako dobljena krivulja res parametrična polinomska P-krivulja. Iz-
kaže se, da je stopnje 2n. Zaradi boljše preglednosti bomo izpustili argument, vendar
se zavedamo, da so predpisi odvisni od parametra t. Dobimo
AiA = (ui− v − pk + qj)(u− vi− pj − qk)
= u2i− uvi2 − puij − uqik − vu+ v2i+ vpj
+ vqk − puk + pvki+ p2kj + pqk2 + quj − qvji− qpj2 − q2jk
= u2i+ uv − puk + uqj − vu+ v2i+ vpj + vqk
− puk + pvj − p2i− pq + quj + qvk + qp− q2i
= (u2 + v2 − p2 − q2)i+ 2(uq + vp)j + 2(vq − pu)k.
Opazimo, da je skalarni del enak 0, zato lahko p = AiA identificiramo s krivuljo v
R3. Torej dobimo
p = (u2 + v2 − p2 − q2, 2(uq + vp),2(vq − pu)).
Ker smo predpostavili, da so v kvaternionskemu polinomu A = u + vi + pj + qk
funkcije u,v,p,q polinomi stopnje n, in ker v p nastopajo le zmnožki dveh od teh
polinomov, vsote in razlike, je dobljena krivulja p polinom stopnje 2n.
Pokažimo zdaj, da je krivulja p, dobljena po predpisu (3), res P-krivulja. Dokazati
moramo, da je o = p||p|| racionalna krivulja. Vemo že, da je p polinomska krivulja.
Preverimo, da je tudi ||p|| polinom. Dobimo






Torej je ||p|| = ||A||2. Ker je A sestavljen iz polinomov, je ||p|| polinom. Strnimo
zgornjo izpeljavo v naslednjo trditev.
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Trditev 3.1. Polinomsko P-krivuljo stopnje 2n konstruiramo iz kvaternionskega
polinoma A(t) stopnje n po predpisu p(t) = A(t)iA(t).
3.1. Zapis polinomske krivulje v Bernsteinovi bazi. Naš cilj je opisati gibanje
kamere okoli nekega fiksnega objekta. Gibanje kamere bo določeno s prostorsko
krivuljo, opremljeno z ortonormiranim ogrodjem. Ker želimo, da bo gibanje opisano
z racionalnimi funkcijami, moramo za krivuljo izbrati polinomsko ali pa racionalno
krivuljo, ki se jo da opremiti z racionalnim ortonormiranim ogrodjem. Želimo si
nadzorovati to gibanje in vsaj približno napovedati, kje se bo krivulja gibala. Videli
bomo, da je nadzorovanje oblike krivulje, če jo zapišemo v standardni bazi, zelo
težko. Zato bomo krivuljo zapisali s pomočjo Bernsteinove baze vektorskega prostora
Pn.
Poglejmo si najprej zapis krivulje v standardni bazi. Poljubna polinomska krivulja
p stopnje n se v standardni bazi zapiše kot p(t) =
∑︁n
i=0 pit
i, kjer so pi točke v R3.
Poglejmo si nekaj preprostih primerov, kjer primerjamo izbrane točke pi in obliko
dobljene krivulje p(t).
Slika 1. Polinomska krivulja, zapisana v standardni bazi z izbranimi
točkami (zelene točke).
Na slikah 1 so z rumeno barvo narisane in povezane izbrane točke pi, z modro
pa je prikazana dobljena krivulja p(t), zapisana v standardni bazi. Vidimo, da med
izbranimi točkami in obliko krivulje ni vidne povezave.
Poglejmo si, kako je definirana Bernsteinova baza in kakšno povezavo imajo točke
z obliko krivulje.






ti(1− t)n−i, i = 0,1, . . . ,n.
Sliki 2a in 2b prikazujeta Bernsteinove bazne polinome za n = 4 in n = 10.
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(a) (b)
Slika 2. Bernsteinovi bazni polinomi stopnje 4 (levo) in stopnje 10
(desno).
Trditev 3.3. Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n tvorijo bazo za Pn.
Preden se lotimo dokaza, zapišimo še lemi, ki ju bomo potrebovali v dokazu.























(j − i)!(n− i− j + i)!
=
n!
i!(j − i)!(n− j)!
,







(n− j)!i!(j − i)!
.
Vidimo, da enakost (4) res drži. □
Lema 3.5. Bernsteinovi bazni polinomi Bni se v potenčni bazi izražajo kot













































































kar zaključuje dokaz. □
Dokaz trditve 3.3. Ker je število Bernsteinovih baznih polinomov enako dimenziji
prostora Pn, je treba dokazati le, da so ti med sabo linearno neodvisni. Pokazati





i = 0 ⇐⇒ αi = 0, i = 0,1, . . . ,n.
Linearno neodvisnost bomo pokazali tako, da bomo zapisali izomorfizem, ki bo pre-
slikal standardno bazo za Pn v Bernsteinovo bazo. Vemo, da izomorfizem slika bazo
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Pokazati moramo, da je prehodna matrika obrnljiva. Označimo jo z A. Ker je A
zgornje trikotna, moramo pokazati le, da so njeni diagonalni elementi neničelni, kar
pa očitno drži. Torej so Bernstenovi bazni polinomi res linearno neodvisni in tvorijo
bazo za Pn. □
Poglejmo si še nekaj lastnosti Bernsteinovih baznih polinomov.




Bni (t) = 1, t ∈ R.
(3) Bernsteinovi bazni polinomi so simetrični. Torej velja
Bni (t) = B
n
n−i(1− t), t ∈ R.
Dokaz. Nenegativnost sledi direktno iz definicije. Za dokaz druge lastnosti se spo-










ti(1− t)n−i = (t+ (1− t))n = 1.











(1− t)n−iti = Bni . □
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Če polinomsko krivuljo zapišemo v bazi iz Bernsteinovh baznih polinomov, pridemo
do tako imenovanih Bézierjevih krivulj.





i (t), t ∈ [0,1], kjer so Bni (t) Bernsteinovi bazni polinomi, imenuje
Bézierjeva krivulja.
Točke pi v definiciji 3.6 imenujemo kontrolne točke, te pa tvorijo tako imenovani
kontrolni poligon, ki določa obliko krivulje. Prva točka p0 določa začetek krivulje,
zadnja točka pn pa konec krivulje.
(a) (b)
Slika 3. Ravninska krivulja (Bezierjeva krivulja), skupaj s kontrol-
nim poligonom.
Sliki 3a in 3b prikazujeta krivuljo, zapisano v Bernsteinovi bazi ter kontrolne
točke, ki jo določajo. Vidimo, da če narišemo kontrolni poligon (rumena barva), se
krivulja (modra barva) začne v prvi kontrolni točki in konča v zadnji. Pot krivulje
pa poteka znotraj konveksne ogrinjače kontrolnih točk.






ti(1− t)2−i, i = 0,1,2.


















t2(1− t)2−2 = t2.
Torej lahko krivuljo p stopnje 2 zapišemo kot
p(t) = p0(1− t)2 + p12t(1− t) + p2t2,
kjer so p0,p1,p2 ∈ Rd, d ≥ 2.
Na sliki 4 sta prikazani krivulji, ki ju dobimo, če vzamemo enake kontrolne točke
in določimo krivuljo v standarni bazi (slika 4a) in v Bernsteinovi bazi (slika 4b) in
jo narišemo za t ∈ [0,1]. Kot smo že ugotovili, je dobljena oblika lepša, če je krivulja




Slika 4. Krivulja v standardni in v Bernsteinovi bazi.
3.2. Določitev kontrolnih točk P-krivulj. V tem razdelku si bomo pogledali,
kako določiti kontrolne točke za P-krivuljo, zapisano v Bernsteinovi bazi. Spomnimo
se, da P-krivuljo dobimo kot p(t) = A(t)iA(t) za nek izbran kvaternionski polinom
A(t). Tudi kvaternionski polinom A(t) lahko zapišemo v Bernsteinovi bazi. Vpraša-
nje je, kakšna je zveza med kontrolnimi točkami kvaternionskega polinoma A ter kon-
trolnimi točkami P-krivulje p = AiA. Naj bo A(t) =
∑︁n
i=0AiBni (t). Ker že vemo,





Zanima nas, kako se kontrolne točke pi izražajo s kvaternioni A0,A1, . . . ,An. V
naslednjih treh primerih je to izpeljano za n = 1,2,3.



















t1(1− t)1−1 = t.
Torej se kvaternionski polinom A(t) stopnje ena zapiše kot
A(t) = A0(1− t) +A1t,






i (t) = p0(1− t)2 + p12t(1− t) + p2t2,
kjer so p0,p1,p2 ∈ R3. Iz zveze p(t) = A(t)iA(t) dobimo
p(t) = A(t)iA(t)
= (A0(1− t) +A1t)i(A0(1− t) +A1t)
= (A0(1− t) +A1t)(iA0(1− t) + iA1t)
= A0iA0(1− t)2 +A0iA1(1− t)t+A1iA0t(1− t) +A1iA1t2




















p2 = A1iA1. ♢
S podobnim računanjem pridemo do kontrolnih točk P-krivulj višjih stopenj.
Primer 3.9. Poglejmo si primer za n = 2. Vemo, da bo krivulja p stopnje 4. Naj
bo kvaternionski polinom enak
A(t) = A0(1− t)2 +A12t(1− t) +A2t2.































p4 = A2iA2. ♢
Primer 3.10. Nazadnje si poglejmo še primer, ko je n = 3. Torej bomo dobili
kontrolne točke za krivuljo stopnje 6. Za kvaternionski polinom A izberemo
A(t) = A0(1− t)3 +A13(1− t)2t+A23(1− t)t2 +A3t3.























p6 = A3iA3. ♢
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Kot smo omenili že v uvodu, je v praktičnih aplikacijah dostikrat pomembno, da
znamo poiskati krivuljo, ki ima predpisano začetno in končno točko. Če je p(t) =∑︁2n
i=0 piB
2n
i (t) P-krivulja, izpeljana iz A(t) =
∑︁n
i=0AiBni (t), potem že vemo, da je
p(0) = p0 = A(0)iA(0) = A0iA0,
p(1) = p1 = A(1)iA(1) = AniAn.
Če torej predpišemo začetno točko p0 in končno točko pn P-krivulje p, potem mo-
ramo kvaternionski polinom izbrati tako, da velja A0iA0 = p0 in AniAn = pn. Ti
dve enačbi sta nelinearni, vsaka od njiju pa predstavlja tri skalarne enačbe za štiri
neznane koeficiente kvaterniona. Rešitev vsake od enačb bo torej enoparametrična
družina kvaternionov, ki je podana v naslednji trditvi.
Trditev 3.11. Naj bo A ∈ H in C čisti kvaternion, za katerega velja C||C|| ̸= −i. Ena
od rešitev enačbe














Dokaz. Dokažimo trditev najprej za poseben primer, ko je U = 1 oziroma ko je kot
ϕ = 0. Poračunajmo levo stran enačbe (6) in pokažimo, da je enaka desni. Označimo
C = (0,c1,c2,c3) in naj velja C||C|| ̸= −i. Dobimo
AiA =


































⃦⃦⃦⃦2(︃c21i+ c1c2j + c1c3k + c1||C||i+ c1c2j − c22i− c2c3+
+ c2||C||j + c1c3k + c2c3 − c23i+









⃦⃦⃦⃦2(︃(c21 − c22 − c23 + ||C||2)i+ 2c1c3k + 2c1c2j+






























c21 + 2c1||C||+ ||C||2 + c22 + c23
C
= C.
Če je C||C|| = −i, pa dobimo
AiA = ||C||kik = −||C||kik = −||C||jk = −||C||i = C.






(cosϕ+ i sinϕ) za vsak ϕ
(oziroma A =
√︁
||C||k (cosϕ+ i sinϕ), če je C||C|| = −i). Če za kvaternionski polinom
velja UiU = i in je A rešitev enačbe (6), potem tudi AU reši (6). Preverimo, da je
U(ϕ) zadošča temu pogoju. Dobimo
(cosϕ+ i sinϕ)i(cosϕ− i sinϕ) = cos2 ϕi+ cosϕ sinϕ− cosϕ sinϕ+ i sin2 ϕ = i
in zato trditev velja. □
4. Ortonormirana ogrodja prostorskih krivulj
4.1. Usmerjena in prikrojena ogrodja. Pogledali si bomo, kakšna je razlika med
usmerjenimi in prikrojenimi ortonormiranimi ogrodji dane prostorske krivulje.
Definicija 4.1. Trojica vektorskih polj (e1,e2,e3) v R3 je ortonormirano ogrodje
neke dane prostorske krivulje r, če velja ⟨e1,e2⟩ = ⟨e1,e3⟩ = ⟨e2,e3⟩ = 0 in ||ei|| =
1, i = 1,2,3.
Pri vsakem parametru t vektorji e1(t), e2(t), e3(t) določajo bazo prostora R3.
Definicija 4.2. Ortonormirano ogrodje (e1,e2,e3) dane prostorske krivulje je pri-
krojeno ogrodje, če se e1 v vsaki točki krivulje ujema z enotsko tangento, e2 in e3
pa v vsaki točki napenjata normalno ravnino.
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Primer 4.3. Najbolj znan primer prikrojenega ogrodja je Frenetovo ogrodje. To




||r′|| , n =
r′×r′′





Slika 5. Tangentni vektor na krivulji (levo) in krivulja s Frenetovim
ogrodjem (desno).
Na sliki 5a je prikazan tangentni vektor pri desetih ekvidistantno izbranih para-
metrih, na sliki 5b pa krivulja z Frenetovim ogrodjem. ♢
Definicija 4.4. Ortonormirano ogrodje (e1,e2,e3) dane prostorske krivulje je usmer-
jeno ogrodje, če e1 v vsaki točki krivulje kaže proti izhodišču koordinatnega sistema.
Slika 6. Krivulja in vektor e1.
Na slikah 6 vidimo krivuljo in vektor e1, ki vedno kaže proti izhodišču.
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Opomba 4.5. Vektor e1 imenujemo polarni indikator.
Zdaj ko smo si pogledali obe vrsti ortonormiranih ogrodij, je seveda jasno, katero
ogrodje bomo izbrali pri naši konstrukciji. Ker želimo opisati gibanje kamere, ki
bo ves čas potovanja po krivulji snemala nek fiksen objekt v izhodišču, si izberemo
usmerjeno ogrodje in položaj kamere orientiramo skladno z danim ogrodjem.
4.2. Rotacijsko minimizirajoča ogrodja. Pojem se povezuje z dejstvom, da si
želimo čim manj nepotrebnih rotacij ogrodja okoli izbrane osi. Bolj natančno, za
vsak parameter t želimo, da vektorja e2(t) in e3(t) nimata nobene nenadne rotacije
okoli vektorja e1(t). Poglejmo si primer na Frenetovem ogrodju.
Primer 4.6. Če določimo krivuljo, je s tem v vsaki točki krivulje določen tudi
njen tangentni vektor. Kaj pa druga dva vektorja, ki določata ogrodje? Prikrojeno
ogrodje je definirano tako, da vektorja v normalni ravnini nista fiksirana, ampak
ju lahko zarotiramo za poljuben kot, tako dobljeni vektorji pa še vedno tvorijo
prikrojeno ogrodje. Torej lahko vektorja e2(t) in e3(t) izberemo kot rotaciji vektorjev













Na sliki 7 vidimo tak primer. Modri tangentni vektor t in zelena n in b tvorijo
prikrojeno Frenetovo ogrodje pri izbranem parametru. Prav tako pa prikrojeno
ogrodje tvorijo moder vektor t in rdeča e2 in e3. ♢
Slika 7. Krivulja in dve različni prikrojeni ogrodji.
Izmed vseh možnih ortonormiranih ogrodij, ki jih lahko konstruiramo na krivulji,
nas bodo zanimala le taka, ki zagotovijo čim manj rotacij v ravnini, ki je pravokotna
na e1.
Vsako ogrodje ima določeno kotno hitrost ω, ki pove, kako se ogrodje spreminja
oziroma kako se spreminjata e2 in e3.




(t) = ω(t)× ei(t), i = 1,2,3.(9)
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Opomba 4.8. Diferencialne enačbe (9) so res rešljive in tak ω res obstaja. Za i = 1
dobimo
e′1 = ω × e1 = (ω1e1 + ω2e2 + ω3e3)× e1 = ω2e2 × e1 + ω3e3 × e1 = −ω2e3 + ω3e2.
Celotno enačbo skalarno pomnožimo najprej z e2, nato z e3 in upoštevamo, da so
e1,e2,e3 ortogonalni. Dobimo
⟨e′1, e2⟩ = ω3, ⟨e′1, e3⟩ = −ω2.
Za i = 2 velja
e′2 = ω × e2 = (ω1e1 + ω2e2 + ω3e3)× e2 = ω1e1 × e2 + ω3e3 × e2 = ω1e3 − ω3e1.
Podobno kot prej enačbo skalarno pomnožimo z e1 in e3 in dobimo
⟨e′2, e1⟩ = −ω3, ⟨e′2, e3⟩ = ω1.
Iz ortonormiranosti ogrodja (e1,e2,e3) sledi ⟨e1, e2⟩ = 0 in posledično, če enačbo
odvajamo, dobimo ⟨e′1, e2⟩+⟨e1, e′2⟩ = 0, iz česar sledi ⟨e′1, e2⟩ = −⟨e1, e′2⟩. Podobno
dobimo zvezi za ω2 in ω3. Torej je
ω1 = ⟨e′2, e3⟩ = −⟨e′3, e2⟩,
ω2 = ⟨e′3, e1⟩ = −⟨e′1, e3⟩,
ω3 = ⟨e′1, e2⟩ = −⟨e′2, e1⟩.
(10)
Ker se bomo v nadaljevanju ukvarjali samo z usmerjenimi ogrodji, si poglejmo,
kako je definirano rotacijsko minimizirajoče usmerjeno ogrodje.
Definicija 4.9. Usmerjeno ogrodje (e1,e2,e3) je rotacijsko minimizirajoče, če velja
⟨ω,e1⟩ = 0.
Poglejmo si, kaj definicija 4.9 pomeni. Razvijemo ω po bazi (e1,e2,e3): ω =
ω1e1 + ω2e2 + ω3e3. Torej velja
⟨ω, e1⟩ = ⟨ω1e1,e1⟩+ ⟨ω2e2,e1⟩+ ⟨ω3e3,e1⟩ = ω1⟨e1,e1⟩+ ω2⟨e2,e1⟩+ ω3⟨e3,e1⟩.
Ker so e1,e2,e3 ortogonalni, je ⟨e2,e1⟩ = 0 in ⟨e3,e1⟩ = 0. Ostane
⟨ω,e1⟩ = ω1||e1||2 = ω1,
od koder vidimo, da je ⟨ω, e1⟩ = 0 natanko tedaj, ko je ω1 = 0. Definicija pove, da
ogrodje nima rotacij okoli vektorja e1. Da je to res, vidimo iz enačbe (9). Za i = 2
dobimo e′2 = ω1e3 − ω3e1 = ω3e1. Podobno za i = 3 dobimo e′3 = −ω1e2 + ω2e1 =
ω2e1. Ker v enačbah ne nastopata e2 in e3, je ogrodje res rotacijsko minimizirajoče.
Trditev 4.10. Naj bo A kvaternionski polinom in naj bodo
(11) e1 = AiAAA , e2 =
AjA
AA , e3 =
AkA
AA .
Trojica (e1,e2,e3) sestavlja ortonormirano ogrodje.
Opomba 4.11. Ortonormirano ogrodje (11) imenujemo Euler-Rodriguesovo ogrodje
(ER-ogrodje).
Dokaz. Pokazati moramo, da so skalarni produkti ⟨ei, ej⟩ enaki 0, za i, j = 1,2,3, i ̸=
j. Iz poglavja 3 vemo, da je scal(AiA) = 0. Podobno poračunamo scal(AjA) =
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scal(AkA) = 0. Torej so skalarni deli e1,e2,e3 enaki 0 in zato lahko uporabimo
formulo (2) za skalarni produkt dveh čistih kvaternionov. Dobimo














Analogno pokažemo, da je ⟨e2,e3⟩ = 0 in ⟨e1,e3⟩ = 0. Izračunajmo še dolžine









Na isti način pokažemo, da velja ||e2|| = ||e3|| = 1, od koder sledi, da je (11)
ortonormirano ogrodje v R3. □
Trditev 4.12. Naj bo A kvaternionski polinom, ki določa P-krivuljo AiA, ter naj bo
usmerjeno ogrodje definirano z (11). Usmerjeno ogrodje je rotacijsko minimizirajoče
natanko tedaj, ko je scal(A′iA) ≡ 0.
Dokaz. Pokazati želimo, da velja
(12) ⟨ω,e1⟩ = 0 ⇔ scal(A′iA) = 0.
Po trditvi (4.10) vemo, da
e1 =
AiA
AA , e2 =
AjA
AA , e3 =
AkA
AA
tvorijo ortonormirano ogrodje. Iz poglavja 3 vemo, da ima produkt AiA skalarni
del enak 0. Enako poračunamo za AjA in AkA. Od tod in iz enačb (10) sledi


















































kar zaključuje dokaz. □
Opomba 4.13. V splošnem Euler-Rodriguesovo ogrodje ne bo rotacijsko minimizi-
rajoče, če poljubno izberemo kvaternionski polinom A. Iz A lahko izpeljemo novo
ogrodje, ki bo tudi usmerjeno in bo rotacijsko minimizirajoče. Definiramo nov kva-
ternionski polinom B s predpisom B(t) = A(t)Q(t), kjer je Q tak kvaternionski





BiB = AQiQA = AQQiA = ||Q||2AiA.
Torej bo smer vektorja BiBBB enaka smeri vektorja
AiA
AA , kar pomeni, da bo ogrodje res
usmerjeno ogrodje. Ideja je, da Q izberemo tako, da bo B = AQ določalo rotacijsko
minimizirajoče ogrodje. S pomočjo kvaternionskega polinoma Q lahko dobimo več
prostih parametrov pri konstrukciji ogrodja. Višja kot bo stopnja Q, več teh dobimo,
a je posledično tudi gibanje višje stopnje, zato poskušamo izbrati kar se da nizko
stopnjo, ki da dovolj prostih parametrov, da rešimo problem, ki nas zanima.
V naslednji trditvi si poglejmo, kako krivuljo stopnje 4 opremimo z usmerjenim
rotacijsko minimizirajočim ogrodjem.
Trditev 4.14. Naj bo A(t) = A0(1−t)2+A12(1−t)t+A2t2. Za krivuljo, definirano
kot
p(t) = A(t)iA(t),
obstaja rotacijsko minimizirajoče usmerjeno ogrodje natanko tedaj, ko je





Dokaz. Dokaz trditve je zelo zahteven in obsežen, zato ga izpustimo. Najdemo ga
lahko v [4]. □
Oglejmo si, kako pridemo do iskanega rotacijsko minimizirajočega ogrodja. Kot












kjer je B = AQ in za Q velja QiQ = ||Q||2i tudi prikrojeno ogrodje. V [4] izvemo,
da je to ogrodje rotacijsko minimizirajoče, če je Q izbran kot Q(t) = q0 − iq1, kjer
sta q0 in q1 enaka
q0(t) = ||A0||2(1− t)2 + scal(A0A1)2t(1− t) + ||A1||2t2,
q1(t) = ⟨A0(A12t(1− t) +A2t2)),(0,1,0,0)⟩.
(15)
5. Interpolacijski problem
V tem razdelku bomo opisali interpolacijski problem, ki ga želimo rešiti. Opisali
bomo konkreten postopek, kako dobiti P-krivuljo iz podanih interpolacijskih pogo-
jev. Natančneje, iščemo P-krivuljo p : [0,1] → R3 po predpisu p(t) = A(t)iA(t),
kjer je A nek kvaternionski polinom. Za krivuljo p naj velja, da je začetna točka
enaka p(0) = p0 in končna p(1) = p1. Izkaže se, da če vzamemo linearni kva-
ternionski polinom A(t), potem ne moremo konstruirati rotacijsko minimizirajo-
čega usmerjenega ogrodja [4]. Zato bomo vzeli kvadratičen kvaternionski polinom
A(t) = A0(1− t)2 +A12t(1− t) +A2t2.
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Najprej moramo rešiti enačbi, ki ju določata robna položaja. Prvi robni pogoj







|| p0||p0|| + i||
(cosϕ0 + i sinϕ0) ,
kjer je ϕ0 poljuben kot in smo vektor identificirali s čistim kvaternionom. Drugi







|| p1||p1|| + i||
(cosϕ2 + i sinϕ2) ,
kjer je ϕ2 poljuben kot.
Zadostiti moramo pogoju za rotacijsko minimizirajoče ogrodje iz trditve 4.14. Iz






|| b||b|| + i||
(cosϕ1 + sinϕ1) ,





Vidimo torej, da bo rešitev interpolacijskega problema odvisna od treh parame-
trov, od izbranih kotov ϕ0, ϕ1, ϕ2.
6. Numerični rezultati
V tem poglavju si bomo ogledali nekaj numeričnih rezultatov, ki jih bomo dobili
tako, da predpišemo začetni in končni položaj kamere in sledimo postopku, opisa-
nemu v poglavju 5. Če interpoliramo podatke, opisane v poglavju 5, potem dobimo
tri proste parametre ϕ0, ϕ1, ϕ2, ki bodo določali končno krivuljo.
6.1. Primer 1. Za začetek si poglejmo popolnoma preprost primer. Izberemo dve
poljubni točki p0 = (1,2,10), p1 = (10,5,0) in nastavimo kote ϕ0 = ϕ1 = ϕ2 = 0.
Iz enačb (16), (18) in (17) poračunamo koeficiente kvaternionskega polinoma A.
Dobimo
A0 = (0, 2,3713, 0,4216, 2,1084),
A1 = (0, 5,9955, 1,0654, 2,2888),
A2 = (0, 3,2542, 0,7682, 0).
(19)
Dobljene koeficiente (19) vstavimo v kvaternionski polinom A(t) = A0(1 − t)2 +
A12t(1− t) +A2t2 in poračunamo krivuljo po predpisu p(t) = A(t)iA(t). Dobimo
krivuljo, ki jo prikazuje slika 8. Euler-Rodriguesovo ogrodje na dani krivulji prikazuje
slika 9. Poračunamo ω1 po enačbi (10) in dobimo
ω1(t) =
−2,162t2 + 7,32t+ 13,86
1,0000t4 − 0,9518t3 + 15,828t2 − 10,828t+ 55,43
.
Ker ω1 ni enaka 0, to ogrodje ni rotacijsko minimizirajoče. Poračunajmo zdaj kva-
ternionski polinom Q po enačbi (15). Definiramo novo ogrodje kot v (14) in pora-
čunamo ω1, ki je zdaj enaka 0, torej je dobljeno ogrodje rotacijsko minimizirajoče.
Rotacijsko minimizirajoče ogrodje na dani krivulji prikazuje slika 9.
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Slika 8. P-krivulja dobljena iz koeficientov (19).
Slika 9. ER-ogrodje (levo) in rotacijsko minimizirajoče ogrodje (de-
sno) na dani krivulji.
Primerjamo obe ogrodji. Slika 10 prikazuje obe ogrodji. Vidimo, da sta si zelo
blizu in da je izbira kotov ϕ0 = ϕ1 = ϕ2 = 0 dober približek za rotacijsko minimizi-
rajoče ogrodje, če ne definiramo kvaternionskega polinoma Q. Kot smo povedali že
Slika 10. Primerjava obeh ogrodij.
na začetku, je naš cilj konstruirati gibanje kamere. Za zaključek si poglejmo, kako
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je videti gibanje kamere po krivulji. Na sliki 11 (levo) vidimo gibanje kamere po
krivulji, če je ta orientirana skladno z ER-ogrodjem. Slika 11 (desno) pa prikazuje
gibanje kamere, kot smo si ga zastavili na začetku diplomske naloge, torej je kamera
orientirana skladno z rotacijsko minimizirajočim ogrodjem.
Slika 11. Gibanje kamere, orientirane z ER-ogrodjem (levo) in z
rotacijsko minimizirajočim ogrodjem (desno).
6.2. Primer 2. Za drugi primer si poglejmo krivuljo z istimi robnimi točkami, koti
pa naj bodo enaki ϕ0 = 0, ϕ1 = 1, ϕ2 = 0. Izračunani kvaternioni so
A0 = (0, 2,3713, 0,4216, 2,1084),
A1 = (0, 5,0699, − 1,5968, 1,3132),
A2 = (−2,7383, 1,7582, 0,4150, −0,6464).
(20)
Iz izračunanih točk tvorimo krivuljo, ki je prikazana na sliki 12. Krivuljo sprva
Slika 12. P-krivulja, dobljena iz koeficientov (20).
opremimo z ER-ogrodjem, ki ga prikazuje slika 13 (levo). Izračunamo še ω1 in
dobimo
ω1(t) =
−0,81067t2 + 3,2280t− 0,54730
1,000000t4 − 0,932238t3 + 0,88735t2 − 0,889965t+ 0,715198
.
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Torej to ogrodje znova ni rotacijsko minimizirajoče, zato po (14)−(15) poračunamo
kvaternionski polinom Q in dobimo novo ogrodje, ki zadošča ω1 = 0. Rotacijsko
minimizirajoče ogrodje je prikazano na sliki 13 (desno).
Slika 13. Krivulja, opremljena z ER-ogrodjem (levo) in z rotacijsko
minimizirajočim ogrodjem (desno).
Primerjamo obe dobljeni ogrodji, prikazani na sliki 14, in vidimo, da se na neka-
terih delih krivulje precej razlikujeta. Poglejmo si še, kako se giblje kamera po dani
krivulji. Na sliki 15 (levo) je orientirana skladno z ER-ogrodjem, na sliki 15 (desno)
pa skladno z rotacijsko minimizirajočim ogrodjem.
6.3. Primer 3. Poglejmo si še en primer, pri katerem se bosta ogrodji precej razli-
kovali. Za robni točki si izberemo P0 = (1,2,3) in P1 = (2,5,0), kote pa nastavimo
na ϕ0 = 1,2, ϕ1 = 0, ϕ2 = 2,5. Izračunani kvaternioni so
A0 = (−1,4351, 0,5579, 1,1433, − 0,2523),
A1 = (−1,4274, −1,9108, −1,2698, − 2,3953),
A2 = (0, 1,9216, 1, 3009, 0).
(21)
Kot v prejšnjih primerih konstruiramo P-krivuljo, prikazuje jo slika 16.
Slika 14. Primerjava obeh ogrodij.
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Slika 15. Gibanje kamere, orientirane z ER-ogrodjem (levo) in z
rotacijsko minimizirajočim ogrodjem (desno).
Slika 16. P-krivulja, dobljena iz koeficientov (21).
Slika 17. Krivulja, opremljena z ER-ogrodjem (levo) in z rotacijsko
minimizirajočim ogrodjem (desno).
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Dobljeno krivuljo opremimo z ER-ogrodjem, ki ga prikazuje slika 17 (levo). Znova
vidimo, da ω0 ni enak 0, in zato konstruiramo novo ogrodje, ki ga prikazuje slika 17
(desno). Ko primerjamo obe ogrodji, vidimo, da se precej razlikujeta. Zaradi boljše
predstavljivosti primerjamo vsak vektor posebej. Na sliki 18 vidimo primerjavo
vektorjev e2, na sliki 19 pa primerjavo vektorjev e3.
Za konec pa poglejmo, kako bi se kamera gibala po dani krivulji (slika 20).
Iz primerov vidimo, da je pravilna izbira kotov pomembna, saj vpliva na obliko
krivulje.
Slika 18. Primerjava vektorjev e2.
Slika 19. Primerjava vektorjev e3.
Slika 20. Gibanje kamere, orientirane z ER-ogrodjem (levo) in z
rotacijsko minimizirajočim ogrodjem (desno).
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Slovar strokovnih izrazov
adapted frame prikrojeno ogrodje
directed frame usmerjeno ogrodje
polar indicatries polarni indikator
rotation minimizing frame rotacijsko minimizirajoče ogrodje
angular velocity kotna hitrost
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